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                           1. Построение отображений 

                             

                             1.1. Основные определения 

 
Отображение – это преобразование некоторой задан-

ной функции (функции-оригинал) 
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обусловленное заменой независимого переменного. 

Замена переменного осуществляется в общем случае 
также некоторой функцией. Функцией преобразования или 
отображения 
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Результатом преобразования является некоторая новая 
функция (функция-образ) 

 
( ) ( ) υυ

μμμμ
υυ

μμμ
υ
μμ

υ
μμμυ

−−− ⋅−+−+−= ZpZpZpZZP ...
21

1
1...    (3)     

 
                     

                       1.1.1. Функция-оригинал 

 
Под функцией-оригиналом в дальнейшем понимается 

действительная алгебраическая функция комплексного пе-
ременного [7].  

Основным свойством алгебраических функций, исполь-
зуемым для реализации отображений, является то, что эти 
функции единственным образом  определяются количеством 
точек на своем «теле», равным порядку величины преобра-
зуемых функций. В качестве этих определяющих точек могут 
быть приняты любые точки  «тела» функций, в частности, это 
могут быть корни  функций (точки  плоскости ар-
гумента, в которых функции принимают нулевые значения) [7].  

υZZZZ ...,, 321

Известно, что  коэффициенты алгебраических функций 
однозначно определяются  формулами  Виета  
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и, соответственно, однозначно определяют функцию (1). 
Действительно, равенство двух функций с одинаковыми ко-
эффициентами, даже тождественно, выполняется при любом 
значении переменной. 
    Коэффициенты (4) заданного полинома (1) будем считать 
всегда известными как количественно (численно), так и в 
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функции физических параметров описываемого полиномом 
устройства или процесса. 

Форма записи (1) функции-оригинала может быть опре-
делена как каноническая, знакопеременная, с коэффициен-
тами в форме симметричных моментов [7]. Эта форма записи 
наиболее удобна для проведения операций отображения. 

Всякая алгебраическая функция в полиномиальной фор-
ме (1) может рассматриваться как образующая (уравнения) 
функция [6, 5]. 

 Алгебраическое уравнение является функцией прирав-
ненной нулю (или какой-либо константе).В связи с чем, 
отображение функции одновременно представляет собой и 
отображение образуемого ею уравнения. 

 Однако, говоря об отображении функции, мы будем 
иметь в виду преобразование и перемещение ее линейчатой 
пространственной фигуры [5]. Говоря же об отображении 
уравнения, мы будем иметь в виду преобразование и пере-
мещение его плоского графического многоугольника корней 
[7]. 

Функцию-оригинал всегда будем считать заданной над 
плоскостью величин первого порядка измерения. Порядок 
величин коэффициентов и функций, как оригинала, так и об-
раза определяется как соответствующая степень аргумента 
этих форм. 

 
                    

                 1.1.2. Функция отображения 

     
       Функция отображения (2) - это новое переменное, над 
плоскостью задания которого строится функция-образ.        
      Функция расположена в своем пространстве, но над той 
же плоскостью аргумента, что и функция-оригинал. В качест-
ве функций отображения рассматриваются только алгебраи-
ческие функции, так как их применение позволяет выразить 
моменты (коэффициенты) функций-образов через моменты 
(коэффициенты) функции-оригинала и тем самым совершить 
(завершить) построение функции-образа и осуществить само 
отображение. 



Функция отображения (2) – это функция зависимости 
новой переменной от старой. 

Подстановка ее (2) в функцию-образ (3) представляет со-
бой разложение функции-оригинала по функциям отображе-
ния над плоскостью аргумента функции-оригиала. Эту под-
становку, в общем случае, мы называем симметрированным 
по μ -той степени оригиналом [7]. Здесь μ  – порядок вели-
чины функции отображения. 

Функция отображения устанавливает однозначное соот-
ветствие между точками плоскостей аргумента функции-
оригинала и функции-образа. Функцию отображения с целью 
удобства построения коэффициентов функции-образа, будем 
записывать в знакопостоянной, канонической форме. 

Коэффициенты функции отображения произвольны. Зна-
чения коэффициентов выбираются в зависимости от требо-
ваний налагаемых на свойства функции-образа. В связи с 
чем,  

 коэффициенты функции отображения называются 
ещё и параметрами отображения. 

Порядок ( μ ) величины функции отображения определя-
ется требованиями к функции- образу и, поэтому, тоже 
является параметром отображения. 

  
                      
 
                        1.1.3. Функция-образ 

      
      
      Функция-образ представляет собой алгебраически пре-
образованную алгебраическую функцию-оригинал, в связи с 
чем она  тоже  является  алгебраической функцией.                                 
      Следовательно, как и функция-оригинал, функция-образ 
определяется  единственным образом своими корнями и бу-
дет  рассматриваться как действительная функция от ком-
плексного аргумента [7]. Действительность функции-образа  
является следствием  действительности её коэффициентов  
определяемых алгебраическими функциями через действи-
тельные коэффициенты функции-оригинала (4).  
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Функция-оригинал, как алгебраическая функция, графи-
чески, представляет собой υ -линейчатую пространственную 
фигуру [7]. В общем, такую же (по величине порядка), но ис-
каженную и по-новому, в своей системе координат, располо-
женную фигуру представляет собой и функция-образа. 

В зависимости от постановки задачи и с целью лучшего 
ее понимания и представления, отображение может тракто-
ваться или как перенос в другое пространство и искажение 
фигуры-оригинала в фигуру-образ, или как перемещение  
внутри одного пространства, искажение и переориентация 
одной и той же фигуры [7]. 

Функцию-образ, как и функцию-оригинал, с целью более 
технологичного вычисления коэффициентов, будем записы-
вать в знакопеременной канонической форме [6], в моментах. 

 
 

         

            1.2. Вычисление коэффициентов функции-образа 

        
    
     Каждой точке ( )Z  плоскости аргумента функции-оригинала 
отображающая функция (2) ставит в однозначное соответствие 
свою точку  плоскости аргумента функции-образа. Наряду 
с прочими точками функция отображения «переносит» и точки 
корней  функции-оригинала, как будем пола-
гать, 

( υZ )

)( υZZZZ ...,, 321
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в точки корней функции-образа. Почему «будем полагать»? 
Потому, что можем, и будем полагать и по-другому.  Напри-
мер, при построении резольвент уравнений. Т.е., в случае, 
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когда порядки величин функций оригинала и образа не сов-
падают.  

 Подставив поочередно корни (5) в функцию-образ (3), 
получим систему линейных уравнений 
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единственным образом определяющую коэффициенты 
( )..., μμμ pp  и соответственно саму функцию-образ (3) [7]. По-
строенная система  уравнений (6)  является  теперь  уже     
не  словесным, а  аналитически записанным требованием 
отображения корней функции-оригинала в корни функции-
образа.  
     Решение системы (6) безусловно, должно совпадать с 
формулами Виета для коэффициентов функции-образа 

 

       

μνμμμμμ

μμμμμμμμμ

μμμμμμ

μμμμ

ZZZp

ZZZZZZp
ZZZZp

ZZZp

....
.........

...
...

21.....

421321

3121

321

=

++=

++=

++=

                   (7) 

 
так как в противном случае между произвольными коэффи-
циентами ( )...,, μμμ pp  алгебраической функции (3) должна 
существовать связь, что невозможно. 

Выразим коэффициенты (7) функции-образа через корни 
функции-оригинала, используя формулы взаимозависимости 
(5) заданные функцией отображения (2). Т.е., произведём 
подстановку корней (5) функции-образа в выражения момен-
тов (7) функции-образа. 
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Так для коэффициента первого порядка функции-образа 
имеем 
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Здесь формулы корней дополнены симметрирующими 

сомножителями  и , а в последнем равенстве введено 
новое обозначение для сумм степеней корней (симметрич-
ные моменты, о которых речь пойдет ниже). 

0q 0
νZ

Для коэффициента второго порядка картина более сложна 
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Еще более сложна для осознания и словесного описания 

формула коэффициента третьего порядка. Что же касается 
коэффициентов старших порядков, то выведение их формул 
зависимости от корней оригинала практически невозможно. 
Оказалось, однако, что искомые формулы зависимости (4, 8, 
9) обладают уникальным свойством симметрии относительно 
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своих переменных (корней), свойством, которое позволило 
развить алгебру коэффициентов, как функций-оригиналов, 
так и функций-образов. «Алгебру симметричных моментов», 
позволяющую относительно просто производить вычисление 
коэффициентов образов в функции известных единичных  
моментов (4) оригиналов и осуществить тем самым отобра-
жение функций. Неизвестными, пока, в формулах (7,8,9) оп-
ределяющих моменты функции-образа остаются параметры 
(q) отображения. 

Пример 1.     
      
      Рассмотрим пример формирования коэффициентов 
функции-образа третьего порядка в пространстве над плос-
костью третьего порядка. 

Итак, считаем заданной функцию третьего порядка 
 

( ) 11111
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1
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3 mZmZmZZM −+−=          (10) 
 
Отображение производим тоже функцией третьего по-

рядка 
0

3
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где, в частности, корни ( )321 ,, ZZZ  заданной (10) функции-
оригинала, полагаем, отображаются в корни ( )333231 ,, ZZZ  
функции-образа 
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Для функции-образа, на плоскости её аргумента, сфор-

мировано три корня (12), следовательно, она должна быть 
функцией третьего порядка 
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однако возможно отображение и в функцию другого порядка. 
Здесь потребуется, всего лишь, в определенном смысле, 
симметричная связь трех корней заданной функции с корня-
ми  функции-образа. Ниже пример такого отображения будет 
рассмотрен. 

Вычисляем коэффициент первого порядка функции-
образа (13) рассматриваемого примера. В соответствии с 
формулами Виета 

 
=++= 333231313 ZZZa     (14) 

 
и подставив выражения (12) корней образа через корни ори- 
гинала, получаем 
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где в последнем равенстве, для сумм степеней корней введены 
специальные обозначения (симметричные моменты), которые 
ниже будут раскрыты через моменты функции-оригинала. 

Для второго коэффициента функции-образа 
 

=++= 333233313231323 ZZZZZZa      (16) 
 
после замены корней образа выражениями (12) через корни 
функции-оригинала получаем 

 
( )( )

( )
( ) ...

...

...

3
3

2
2

3
3

2
1

3
2

2
1

2
3

3
2

2
3

3
1

2
2

3
110

3
3

3
2

3
3

3
1

3
2

3
100

0
23

2
21

3
20

0
13

2
11

3
10

+++++++

+++=

+++++=

ZZZZZZZZZZZZqq

ZZZZZZqq

ZqZqZqZqZqZq
 (17) 

 
формулу, содержащую сорок восемь слагаемых, выписывать, 
обрабатывать и группировать которые весьма затруднительно и 
нецелесообразно без специального аппарата. С использованием 
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же аппарата симметричных моментов второй коэффициент (17) 
функции-образа может быть сразу записан лаконичной форму-
лой 

 
( )103300 ...+= mq           (18) 

 
содержание, которой будет раскрыто во втором разделе работы. 

Третий коэффициент – момент функции-образа (13) так-
же раскрывается через формулу Виета 

 
( )

( )(
( )20333000
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1033

...... +=+=

=++++++×

×+++=

mqZZZqqq

ZqZqZqZqZqZqZqZq

ZqZqZqZqa

) (19) 

 
Здесь потребуется упорядочить шестьдесят четыре на-

чальных слагаемых в двадцать окончательных. Последние 
можно сосчитать как сочетания с повторениями из четырех (0, 
1, 2, 3) возможных значений индекса при параметре ( )q  ото-
бражения по числу мест для его подстрочных индексов (три). 

Сложные моменты корней функции-оригинала входящие 
в формулы (15, 18, 19) коэффициентов функции-образа, как 
уже упоминалось, достаточно просто могут быть выражены 
через известные, единичные моменты оригинала. Неизвест-
ными остаются параметры отображения ( )q . Каждый из ко-
торых определяется своим условием, накладываемым на 
функцию-образ. Количество условий (требований) наклады-
ваемых на функцию-образ определяет, таким образом, коли-
чество параметров отображения и соответственно порядок 
величины функции отображения. 

Однако для выбранной функции отображения, безуслов-
но, не все ее параметры могут быть востребованы для кон-
кретного преобразования. Количество параметров и слож-
ность функции накладывают определённую специфику на 
отображение. 
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Отображение  называется  линейным, когда преобра-
зование переменной  оригинала в переменную образа осу-
ществляется линейной функцией.  



Требования к соотношению корней или коэффициентов 
образа, при линейном отображении, тоже не могут быть бо-
лее сложными, чем линейные.  

Отображение нелинейно, когда преобразование пере-
менного  функции-оригинала в переменное функции-образа 
осуществляется нелинейной функцией.  

Требования к соотношению корней или коэффициентов 
функции-образа при нелинейном отображении могут быть  
нелинейными. 

 
         

           1.3   Вычисление параметров отображения  
                             преобразующей функции 

 
Основное назначение отображения заключается в 

обеспечении возможности построения новых, теоретиче-
ски обоснованных алгоритмов вычислительной математи-
ки; в обеспечении возможности построения общих решений 
функций (уравнений); в обеспечении возможности построе-
ния функций с наперед заданными свойствами, в том чис-
ле, в возможности синтезирования функций математиче-
ских моделей, и т. д. 
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Требования к синтезируемой функции-образу (3), всегда 
и в основном, могут быть сформулированы на двух уровнях. 
На уровне значений или соотношений υ  ее корней. Или, на 
уровне значений и соотношений υ  ее коэффициентов (мо-
ментов). Других составляющих у функций просто нет.  Одна-
ко реализовать требования к функции-образа возможно 
только на уровне соотношений между её коэффициентами, 
так как, в конечном счёте, функция выражается только через 
коэффициенты. К тому же, применяемый в процессе отобра-
жения аппарат симметричных моментов позволяет раскры-
вать моменты функции-образа в функции моментов оригина-
ла, но не позволяет выражать корни функции-образа через 
моменты оригинала. Таким образом, если требования к 
функции-образа сформулированы на уровне корней, то они 
предварительно должны быть переведены на уровень соот-
ношений между коэффициентами. Покажем, что такой пере-
ход, в общем случае, возможен.    



Итак, пусть требования к функции-образа сформулиро-
ваны на уровне её корней. Т.е. задано некоторое количество 
( )μ  соотношений между ν  корнями функции-образа 
 

                                 

( )
( )

( )υμμ

υ

υ

ZZZff

ZZZff
ZZZff

...,,
.......

...,,
...,,

21

2122

2111

=

=
=

                               (20) 

 
Будем исходить из предположения, что количество свя-

зей ( )μ  накладываемых на корни функции-образа совпадает 
с порядком функции отображения и соответственно с коли-
чеством параметров функции (2) отображения. По крайней 
мере, функцию отображения мы всегда можем выбрать тако-
вой. Более того, реализация каждого из требований (связи) 
осуществляется выбором требуемого значения  соотетст-
вующего параметра, т.е. количество связей должно быть 
равно количеству параметров отображения и соответственно 
порядку величины функции отображения.  
     Дополним построенные μ  соотношений (20) связи корней 
функции- образа её ν  коэффициентами по Виета 

 
( )
( )

( )υμμμμ

υμμμμ

υμμ

ZZZpp

ZZZpp
ZZZpp
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.......

...,,
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21......

21

21

=

=

=

   (21) 

 
Разрешая первый коэффициент ( )μp  выписанной систе-

мы (21) относительно первого корня ( )1Z  функции-образа и 
подставляя его в выражения остальных коэффициентов (21) 
и их связей (20), исключаем первый корень. 

Разрешая второй коэффициент ( )μμp  (21) относительно 

второго корня ( )2Z  функции-образа и подставляя его в вы-
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ражения остальных коэффициентов (21) и их связей (20), ис-
ключаем из системы (20, 21) второй корень. 

Продолжая начатый процесс исключения и разрешая на 
ν -том этапе ν -тый коэффициент ( )...μμp  (21) относительного 

ν -того корня ( )υZ  функции-образа, исключаем последний 
корень из функций требуемых связей (20). Функции требуе-
мых связей (20) корней переходят тем самым на новый уро-
вень. Уровень связи коэффициентов функции-образа 

 
( )
( )

( )..

..22
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...,,
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μμμμμμμ

μμμμμ
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pppgg
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pppgg

=

=

=

             (22) 

 
Количество этих связей остается прежним, т.е. равным μ . 

Поэтому, заменяя в полученных (22) функциях связи коэффи-
циенты ( )μp  их выражениями (8, 9...) через известные момен-
ты функции-оригинала и параметры отображения, мы получим 
систему μ  уравнений относительно μ  параметров функции 
отображения (2) 
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( )μμμ

μ
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21
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=
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         (23) 

 
Решение построенной системы, возможно неоднозначно, 

определяет параметры отображения функции-оригинала в 
функцию-образ. И позволяет, таким образом, несколькими 
способами реализовывать требования к синтезируемой 
функции. 

В случае, когда требования к функции-образу заданы 
значениями или соотношениями (22) между ее коэффициен-
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тами, переход к системе уравнений (23) относительно пара-
метров отображения соответственно упрощается. 

 
.    Пример 2 

 
Рассмотрим вычисление параметров отображения на 

примере функции третьего порядка 
 

                     ( ) 11111
2

1
3

3 mZmZmZZM −+−=         
 
В общем случае образ функции над плоскостью μ -того 

порядка будет иметь вид 
 

( ) 3
1

2
2

1
3
333 33 μμμμμ aZaZaZZM −+−=           (24) 

 
Мы желаем (требуем), чтобы функция-образ имела вид 

 

( ) 3
3

1

3
3

1
1

1
22

1
3 33

μμμ

μμμμμμμ

bbZ

bbZbZbZ

+−=

=+−+−
      (25) 

 
накладывая тем самым условия на  коэффициенты функции- 
образа, 

 

3
3
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33

33

μμμ
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                    (26) 

 
или в коэффициентах общего вида функции-образа (24) 

 

3
3

13

2
12

μμμ

μμ

bba

aa

+−=

=
                                (27) 

 
Получено, таким образом, одно (27) условие, но нели-

нейное,  второго порядка. Откуда следует, что функция ото-
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бражения (2) должна быть функцией второго порядка ( )2=μ , 
а параметр отображения должен быть только один (напри-
мер ), второй же из двух возможных, не нужен. Полагаем 

 
1q
.02 =q

Итак, для рассматриваемого примера (24) и требования (27.1) 
к функции образа, отображающая функция должна иметь вид 

 
ZqZZ 1

2
2 +=        (28) 

 
Выражая требуемую связь коэффициентов (27.1) функ-

ции образа через корни образа 
 

( ) ( ) =+++++−=
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232223212221
2

232221
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9
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 (29) 

 
и подставляя последние выраженными через корни оригинала (28) 
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q )      (30) 

 
находим уравнение, которому должен удовлетворять пара-
метр отображения  ( )1q . В полученной формуле, как и ранее, 
коэффициенты построенного уравнения сгруппированы в из-
вестные симметричные моменты, через которые и выражает-
ся параметр отображения.                     
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                            2. Симметричные моменты 

 

                    

                     2.1. Основные определения 

 
 
Симметричный момент – это результат обоснованного 

правилами комбинаторики раскрытия матриц корней алгеб-
раических уравнений (функций). Одновременно, симметрич-
ный момент – это аппарат, позволяющий, удерживая под 
контролем ситуацию, производить операции с выражения-
ми, содержащими большое количество слагаемых. 

Симметричные моменты – это коэффициенты поли-
номиальных функций, алгебраических уравнений и образов 
их отображений. 

 Только аппарат симетричных моментов позволил вычис-
лить, т.е. представить в форме функций коэффициентов ори-
гиналов, коэффициенты образов, и таким образом осущест-
вить  отображение. 

Симметричные моменты – это матрицы и определители, 
раскрытые неинверсионно (знакопостоянные суммы). Из-
вестные, раскрываемые инверсионно определители и матри-
цы – это другой класс моментов, называемых несимметрич-
ными. Т.е., симметричный момент знакопостоянен, а несим-
метричный знакопеременен. И вся разница. 

Симметричным, момент (коэффициент) назван потому, 
что представляет собой симметрично зависящую от своих 
переменных многомерную функцию. Если переменные обо-
значаются одной буквой и отличаются друг от друга цифро-
выми индексами, то симметрия функции проявляется в воз-
можности циклической перестановки индексов при неизмен-
ности (постоянстве) функции. 



Моментом, изучаемая форма названа потому, что опре-
деление её совпадает с определением механических момен-
тов точечных масс.  

«Природным» феноменом, реализующим понятие сим-
метричный момент, является коэффициент алгебраической 
функции. 

Таким образом, для прикладных наук симметричные мо-
менты – это физические моменты, ожидания, дисперсии и 
т.д. Для математики симметричные моменты – это действен-
ный аппарат и коэффициенты полиномиальных функций. 

Ниже, речь пойдёт об алгебре моментов точек располо-
женных на плоскости. Алгебра эта возможна только потому, 
что произвольный набор точек плоскости может быть описан 
аналитически, алгебраическим уравнением. Т. е., точки плос-
кости мы будем рассматривать как корни некоторого уравне-
ния. Причём, известными будем считать не корни, а коэффи-
циенты уравнения описывающего эти точки. Моменты точек 
будем считать определёнными, если они будут выражены 
через коэффициенты описывающего уравнения.    
        Итак, пусть нам задано четыре точки , ,  и  на 
плоскости комплексного переменного. Аналитически, эти точ-
ки записываются уравнением четвертой степени 

1Z 2Z 3Z 4Z

 
              (1) 01111111

2
11

3
1

4 =+−+− nZnZnZnZ
 
где заданные точки теперь являются корнями уравнения (1). 

Коэффициенты уравнения (1), в соответствии с форму-
лами Виета, представляют собой функции корней 
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         (2)                 

 
Структурно, приведенные функции (2) будем рассматри-

вать как суммы сочетаний из общего количества корней по чис-
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лу, соответствующему порядку коэффициента, или как резуль-
тат раскрытия матриц суммой  сочетаний её элементов, без ин-
версий,  из числа столбцов по числу строк 
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Горизонтальная прямоугольная матрица, таким обра-

зом, является табличной формой записи симметричного 
момента или коэффициента алгебраической функции.  

Правила раскрытия матриц, т.е. представления их в 
строчной записи, суммой по сочетаниям иллюстрируются при-
ведённым примером (З). При этом, сомножителями слагаемо-
го могут быть элементы только разных строк и столбцов мат-
рицы, а число сомножителей в каждом слагаемом постоянно и 
равно числу строк матрицы. Слагаемые строчной записи 
матрицы называются частными моментами. Частный мо-
мент, индексы сомножителей которого расположены в по-
рядке следования цифр натурального ряда, начиная с едини-
цы, называется головным частным моментом матрицы. 
Отрезок прямой, на котором расположены элементы голов-
ного частного момента, называется главной диагональю 
матрицы. 

Подряд выписанные индексы головного момента образу-
ют число в υ -ичной системе счисления , где υ -число столб-
цов матрицы. Число соответствующее каждому последую-
щему частному моменту строчной записи матрицы получает-
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ся прибавлением единицы к предыдущему. Однако, числа 
выбираются только такие, в которых цифры разрядов (слева 
направо, от старшего к младшему) следуют только в возрас-
тающем порядке (другие опускаются). 

Требование строгости выполнения правил раскрытия 
матриц непринципиально и имеет целью достижение едино-
образия и технологичности последующих операций. 

Количество сочетаний из υ  элементов по α  определяет-
ся формулой [1]  

( )!!
!
αυα

υ
−

 

 
Математически, функции коэффициентов (2) представ-

ляют собой однородные алгебраические функции многих пе-
ременных. Физически, их можно рассматривать как моменты 
точек корней. Причем моменты, не зависящие от циклической 
перестановки индексов корней, т.е. симметричные моменты. 
Симметричные относительно индексов переменных (или са-
мих переменных). 

Раскрытая, полная форма записи моментов, представ-
ленная формулами (3) Виета, громоздка и непригодна в об-
щем случае для оперирования. Например, для перемноже-
ния моментов (3) первого ( )1n , второго ( )11n  и третьего ( )111n  
порядков друг на друга пришлось бы обрабатывать  4*6*4=96 
слагаемых. В связи с чем вводится сокращенная, компактная, 
операционная форма записи через головной частный момент 
(остальные частные моменты являются «производными» го-
ловного) 
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    В приведённых формах, подстрочный заскобочный индекс 
означает количество слагаемых сочетаний  полной записи (2) 
момента, т. е. соответствующее биномиальное число.   
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     Результатом проведения операций над моментами может 
оказаться и более сложная форма, обусловленная появле-
нием показателей степеней у корней уравнения. Например, 
симметричный момент вида 
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представленный в своем обозначении, полной записи и со-
кращенной записи.  

Обозначение симметричного момента – это буква [n]  с 
подстрочными цифровыми индексами (311) Индексы – это 
степени корней, входящих в первое головное слагаемое пол-
ной записи момента. Пишутся индексы в строго убывающем 
порядке (слева направо), исходя из соображений унификации 
и технологичности последующих операций. Количество сла-
гаемых симметричного момента зависит от количества кор-
ней или степени уравнения. Поэтому каждому уравнению оп-
ределенной степени соответствует свое множество момен-
тов. Соответственно каждое из этих множеств обозначается 
своей постоянной буквой. Моменты уравнения второй степе-
ни – буквой , третьей – , четвертой – , пятой – d m n p . Да-
лее – произвольной. Это тоже унифицирующая условность. 

Количество подстрочных индексов в обозначении сим-
метричного момента указывает на количество корней сомно-
жителей в каждом слагаемом его полной записи. 

Сумма подстрочных индексов указывает на порядок ве-
личины симметричного момента. 

Полная запись симметричного момента представляет 
собой сумму сочетаний перестановок или перестановок соче-
таний. В первом случае складываются суммы строк, а во вто-
ром – столбцов полной записи (5). Условно, с целью обеспе-
чения технологичности последующих операций, принимаем 
перестановки более старшим, ранее выполняемым действи-
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ем. Т.е. принимаем полную запись (5) как  сумму сумм строк 
или сумму сочетаний перестановок (5). 

Сокращенная запись симметричного момента содержит 
замкнутый в скобки головной частный момент полной записи, 
за которым стоят знаки продолжения суммирования. При 
этом, повторяемся, запись подстрочных индексов произво-
дится строго в возрастающем порядке, а надстрочных – в 
убывающем. 

Подстрочный заскобочный индекс означает количество 
суммируемых сочетаний (при фиксированном значении верх-
них индексов) из полного количества корней по числу корней, 
входящих в частный момент. 

Надстрочный заскобочный индекс означает количество 
суммируемых перестановок с повторениями верхних индек-
сов корней в частном моменте при фиксированном значении 
нижних индексов. 

В соответствии с приведенными определениями все ча-
стные моменты симметричного момента должны иметь один 
порядок величины, определяемый суммой степеней частного 
момента. Все частные моменты симметричного момента 
должны содержать одно и то же количество сомножителей. 
Общее количество частных моментов в симметричном мо-
менте определяется произведением заскобочных индексов 
сокращенной записи. Количество частных моментов в сим-
метричном моменте фиксировано. 

Симметричный момент (5) можно представить в форме, 
раскрытой по одному из заскобочных индексов, например, по 
верхнему 
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Эта форма интересна тем, что содержит общий множи-

тель слагаемых головного момента и позволяет, в конечном 
счете, произвести представление момента в функции коэф-
фициентов заданного уравнения. 

Симметричные моменты, в обозначении которых в ка-
честве индексов фигурируют только единицы, считаются 
известными, заданными и называются единичными.  
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Единичные моменты – это коэффициенты заданного ал-
гебраического уравнения или функции и всегда считаются 
известными величинами. 

 Симметричные моменты в обозначении которых исполь-
зуется только  одна цифра, но не единица,  называются крат-
ными или стандартными.  

Стандартные моменты являются коэффициентами обра-
зов простейших нелинейных отображений. 

 Симметричные моменты, в обозначении которых 
употреблены разные цифры, называются смешанными. 

 Такие моменты являются коэффициентами образов об-
щих нелинейных отображений. 

В зависимости от количества разных  сомножителей в 
частном моменте симметричные моменты называются 
одно-, двух- и т.д. корневыми. 

 
 

                 

                       2.2. Свойства моментов 

 
Симметричный момент – это алгебраическая функция 

многих переменных, функция, в равной степени, симмет-
рично, зависящая от каждого из  своих переменных. 

 Из алгебраичности моментов следует, что как и к любым 
алгебраическим функциям,  к симметричным моментам при-
менимы все алгебраические операции, результатом же воз-
действия может явиться только алгебраическая функция – 
симметричный момент. 

Таким образом, 
 симметричные моменты можно складывать и вычи-

тать, при этом и сумма, и разность будут тоже симмет-
ричными моментами, 

 т.е. не зависящими от циклической перестановки индек-
сов формами. 

Симметричные моменты можно умножать и делить 
друг на друга и на число, при этом и произведение, и част-
ное будут тоже симметричными моментами, 



 т.е. не зависящими от циклической перестановки индек-
сов формами. 

Действия над моментами обладают свойствами коммута-
тивности, дистрибутивности и ассоциативности. 

Особенностью сложения и вычитания является то, что 
эти операции выполняются для моментов одного и того же 
порядка величины. 

 Важным следствием операции сложения является 
симметричность второго слагаемого, если симметричны 
сумма и первое слагаемое. 

Произведение симметричных моментов симметрично в 
силу симметричности сомножителей. Так, произведение  
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      (9) 

 
допускает циклическую замену своих  индексов сколь угодно 
раз, так как допускает её каждый из сомножителей (9). Про-
изведение (9) может содержать слагаемые только третьего 
порядка, реализуемые однокорневыми, двух или трехкорне-
выми симметричными моментами, т.е. ничего не может быть 
другого, кроме моментов с весовыми множителями 
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Остается только лишь выяснить значение числовых мно-

жителей около симметричных моментов произведения (10), 
что делается по результатам анализа произведения (10) мо-
ментов в раскрытой, полной форме их записи. Так, видно, что 
множитель 1α  около момента  равен нулю, так как голов-

ной частный момент его 
3n

( )3
1z  произведением (9) не формиру-

ется. Множитель 2α  равен единице, так как головной част-
ный момент ( )2

2
1 zz  произведением (9) формируется один раз. 
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Множитель 3α  равен трем, головное слагаемое ( )321 zzz  мо-
мента  произведением (9) формируется три раза.  111n
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В правильности полученного результата убеждаемся по-

сле проверки постоянства количества частных моментов в 
заданном произведении (9) и итоговом его выражении (11), 
ибо, количество частных моментов в симметричном строго 
фиксировано полным комбинаторным комплектом 

 
24432646 =⋅+⋅=⋅  

 
Из формул (9), (11) приведенного примера можно полу-

чить выражение смешанного момента через единичные мо-
менты    

                              11111121 3nnnn −=                                 (12)  
 
Вычисление коэффициентов разложения ( )α  произведе-

ния может быть осуществлено и систематизированным, об-
щим методом. 

Действительно, корни уравнения могут быть выбраны 
произвольно, и при любом их наборе произведение моментов 
(9) и его выражения (10,11) должны выполняться. Но тогда, 
набрав необходимое количество групп корней и подставив их 
поочерёдно в выражения произведения (9,10), можно по-
строить систему линейных уравнений относительно искомых 
коэффициентов и решить её. 

В качестве примера, рассмотрим произведение моментов 
более простого, трёхкорневого  уравнения  
 
        =++++= ))(( 323121321111 ZZZZZZZZZmm                      (7.1) 
 
его, аналогично предыдущему построенное, разложение 
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и, аналогично предыдущему, методом подбора, вычисленные 
коэффициенты  разложения  произведения соответственно 
равны 
                                                                                                                            
        = ( ) ( ) ( 1221

2
3

1
1

2
13

3
1 ...3...1...0 +++++ ZZZZZZ )                           (9.1) 

 
 фиксируем их значения:  .3,1,0 321 === ααα  

Найдём теперь коэффициенты произведения общим ме-
тодом. 
Назначаем три тройки корней  (попроще) 
 
                        ,1,1,13,2,1 =Z  ,0,1,13,2,1 =Z  ,0,0,13,2,1 =Z  
 
Подставляем тройки поочерёдно в выражения произведения 
(9; 10)  и выписываем  получившуюся  систему 
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Решение построенной системы, как видим. подтверждает 
сказанное выше: 3,1,0 321 === ααα .   

Выражение  любого смешанного или кратного момента 
через единичные, единственно, ибо, в противном случае, 
имеет место связь между произвольными коэффициента-
ми уравнения, что невозможно. 

По существу, так же, как произведение, раскрывается 
степень симметричного момента. Например, степень 

 
( ) =+++= 5

4321
5
1 ZZZZn     (13) 

 
может представлять собой только сумму одно-, двух-, трех- и 
четырехкорневых симметричных моментов пятого порядка 

 
5000n ,  , , , ,  4100n 3200n 3110n 2210n 2111n
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Т.е. заданная степень должна иметь вид 

 
=+++++= 211162210531104320034100250001 nnnnnn αααααα  (14) 

 
где числовые множители около моментов являются полино-
миальными коэффициентами и вычисляются формулами [1] 
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Окончательное выражение степени (13)  
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которое, однако, подлежит обязательной проверке на посто-
янство количества частных моментов в исходной (13) и ре-
зультирующей (16) формах:  

 
1024416034304202610265445 =⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅+=  

 
Важным следствием симметричности момента произве-

дения и сомножителя является симметричность второго со-
множителя. 

 Из симметрии момента степени следует симметричность 
соответствующего корня из нее.  

Делению подлежат только сложные симметричные момен-
ты, такие как смешанные и кратные. У единичных моментов де-
лителей нет. В качестве делителей рассматриваются, как более 
удобные, стандартные моменты, хотя могут быть и смешанные. 

Рассмотрим деление момента  (12), полученного ра-
нее в результате умножения (9): 
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Во-первых, делимый момент раскрывается по верхнему 

заскобочному индексу 
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В этой форме у раскрытых слагаемых есть общий множи-

тель делитель, который и выносится за внутреннюю скобку 
 

( )[ ] =++= 1
62121 ...ZZZZ            (19) 

 
В полученной форме по нижнему заскобочному индексу 

строятся и суммируются сочетания вынесенного общего 
множителя . В скобках же осталось «постоянное» – 
сумма , подстрочные индексы которой соответству-
ют вынесенному общему множителю . 

21ZZ
( 21 ZZ + )

( )21ZZ
Дополнением необходимого количества нужных слагае-

мых во внутренней скобке формируется симметричный мо-
мент. Там же, дополненные частные моменты и вычитаются 
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Раскрывая внутренние и наружные скобки, формируем 

симметричный момент в форме разности 
 

( )[ ]
( )[ ] =++−

−+−−+++=
1
64321

1
643432121

...

...

ZZZZ

ZZZZZZZZ
         (21) 

 
Уменьшаемое полученной разности, без дополнительных 

комментариев, может быть представлено в виде 
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Вычитаемое, в силу отмеченного выше свойства сумм, яв-
ляется симметричным моментом. С другой стороны, как это 
видно, оно представляет собой сумму двенадцати трехкорне-
вых частных моментов третьего порядка или, соответственно, 
трех моментов  содержащих по четыре частных момента 111n

                ( )[ ] ( ) 111
1
4321

1
64321 3...

4
62... nZZZZZZZ =+
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=++      (23) 

 
Итак, окончательно, делимый момент (17) представляет-

ся в форме разности произведения (21) делителя ( )11n , 
сформированного из вынесенного общего множителя ( )21zz , 
на частное  и остатка 1n ( )1113n  (23) 

 
111111 3nnn −=        (24) 

 
Однако, законченным вычисление можно считать только 

после проверки начальной (17) и конечной (24) формул на 
постоянство количества частных моментов 

 
12436462 =⋅−⋅−=⋅  

 
Полученный результат деления не обусловлен наложе-

нием каких бы то ни было условий на моменты, поэтому яв-
ляется общим. 

 Т.е. любой сложный симметричный момент может 
быть представлен разностью произведения симметричных 
моментов (уменьшаемого) и симметричного момента (вы-
читаемого). 

В рассмотренном примере (17) результат (24) оказался 
выраженным через единичные моменты. В общем же случае 
в результате могут оказаться и сложные симметричные мо-
менты. Применяя к ним повторно и необходимое число раз 
обозначенное выше действие деления,  можно заключить, 
что 

 любой сложный симметричный момент, в конце концов, 
всегда может быть представлен алгебраической функцией 
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единичных моментов. Факт такого представления назы-
вается сходимостью сложных моментов. 

 Т.е., любой симметричный момент сходится и единст-
венным образом, так как в противном случае между произ-
вольными моментами имела бы место априорная связь, 
что не возможно.    

Процесс преобразования сложного симметричного мо-
мента в алгебраическую функцию от  единичных моментов 
называется его вычислением.  

Рассмотрим вычисление еще одного сложного симмет-
ричного момента 
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Опять, сначала раскрываем момент по верхнему заско-

бочному индексу 
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Экспериментальной проверкой легко показать, что из воз-

можных конфигураций общего множителя головного момента 
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выбирать следует ту, которая собирается в симметричный 
момент при оставшихся (26) заскобочных индексах. В рас-
сматриваемом случае – множители , или . И во-
обще, можно показать, что выносимым общим множителем 
должен быть частный момент симметричного стандартного. 

21ZZ 2
2

2
1 ZZ

Выносим множитель , после которого внутренняя 
скобка момента остается более «легкой» 

2
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2
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( )[ ] =+−−= 1

6243121 ...ZZnZZ                  (27) 
 
Здесь около внутренней скобки проставлен новый под-

строчный индекс, соответствующий количеству вычитаемых  
частных моментов внутри круглых скобок. При этом общее 
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количество вычитаемых моментов определяется как произ-
ведение подстрочных заскобочных индексов. 

Раскрываем последнее (27) выражение вычисляемого 
момента (25) 

( )241
3

2
2

2
1221 ...+−= ZZZnn                           (28) 

 
Здесь сформированный смешанный, заведомо, как мы 

знаем, симметричный момент ( )221n , что видно после поста-
новки его заскобочных индексов, содержит количество част-
ных моментов, равное числу вычитаемых в предыдущей 
форме (27) момента. Т.е. все вычитаемые (27) частные мо-
менты вошли в состав вновь сформированного смешанного 
момента . 221n

Рассмотрим уравнение второй степени 
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Если переменной поочередно придать значения корней, 

то получим систему равенств 
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позволяющую производить вычисление коэффициентов 
уравнения в функции корней. Определитель этой системы 
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определяет собой дискриминант заданного (29) уравнения по 
существу и несимметричный момент по форме. 
 Несимметричный момент – это знакопеременный сим-
метричный момент или инверсионно раскрытая матрица 
(определитель). 
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Для вычисления несимметричного момента возводим в 
квадрат определяющее его равенство (31) 
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теперь учитывая, что 
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находим  дискриминант уравнения (29) второй степени 
                    

                     =                                                       (34) 11
2

1 4dd −
 
Дискриминант (34) определяет значение образующей 

уравнение функции 2D , 29 в точке ее экстремума, разгра-
ничивающей разнохарактерные корни уравнения в соседних 
сечениях  функции. 

 Т.е. дискриминант – это, еще раз, не коэффициент за-
данного уравнения, не симметричный момент. Однако, дис-
криминант (31) является коэффициентом обращенного урав-
нения, действительная и мнимая части корней, которого рав-
ны соответственно мнимой и действительной частям корней 
заданного уравнения. Дискриминант (34) является также ко-
эффициентом резольвенты заданного (29) уравнения. Оче-
видно, в силу перечисленных свойств дискриминанта, а так-
же в силу свойств второй степени, квадрат дискриминанта, 
т.е. квадрат несимметричного момента обращается в сим-
метричный  момент (32). 

Всеми приведенными свойствами дискриминанта урав-
нения второй степени обладает и дискриминант уравнения 
третьей степени. Он также представляет собой значение 
функции в экстремуме. Также является разделителем корней 
по характеру.  Вычисляется он тоже через возведение во 
вторую степень определителя 
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аналогичного определителю системы (31) уравнения второй 
степени. 

Инверсионное вычисление определителей осуществляется 
в соответствии с приведенными выше общими правилами, 
плюс, смена знаков перед перестановками, обусловленная ин-
версией (в рассматриваемом случае) надстрочных индексов. 

Продемонстрируем правила смены знаков на примере 
рассматриваемого определителя (35) 
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Т.е. знаки поочередно, начиная с плюсового, меняются в 

строчной записи определителя дважды - перед каждой пере-
становкой и перед каждой последовательно организованной 
ассоциированной парой, независимо от размеров вычисляе-
мого определителя. 

Следует отметить, что правильности последовательно-
сти перестановок (36) соответствует восходящая последова-
тельность чисел, образуемых цифрами степеней корней ча-
стных моментов, а ассоциированию подлежат перестановки с 
ближайшими числами в степенях. 

Прежде чем возводить дискриминант  во вторую сте-
пень, представим его в форме разности 
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и обратим внимание на следующее обстоятельство. Голов-
ные частные моменты суммы квадратов степени (37) дискри-
минанта имеют вид 
                                       ,         (38) 2
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в то время как головные моменты удвоенного произведения 
совершенно другие: 
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т.е. моменты заведомо разные. 

Но, если бы дискриминант раскрывался как неинверси-
онный определитель, его квадрат был бы симметричным мо-
ментом, и приведенные головные моменты были б действи-
тельно таковыми. Таковыми они остаются и в случае инвер-
сионно раскрываемого определителя. Так как уменьшаемое и 
вычитаемое квадрата разности дискриминанта (37) состоят 
из разных моментов (38, 39). Т.е. квадрат дискриминанта 
уравнения третьей степени –  симметричный момент 
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Вычисляя моменты, вошедшие в формулу (40) дискрими-

нанта, найдем  
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Подстановка вычисленных моментов в формулу дискри-

минанта (40) определит последний в произвольной точке про-
странства. В справочной литературе [1] дискриминант обычно 
рассматривается приведенным к центральной системе коор-
динат, где момент первого порядка ( )1m  равен нулю. Квадрат 
дискриминанта представится соответственно формулой 
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где  в обозначении моментов добавляется неканонический 
ноль, так как оставшиеся моменты обратились в инварианты.  
 
                             
                            

                           2.3. Вычисление моментов 
 
 
Основным правилом вычисления симметричных момен-

тов является последовательность. Т.е. вычисление строго по 
порядку возрастания, так как каждый последующий момент 
вычисляется через предыдущие моменты. Здесь уместно 
припомнить интегро-дифференциальную связь алгебраиче-
ских функций и их коэффициентов, в соответствии с которой, 
каждая последующая по порядку величины функция или ко-
эффициент являются интегралом от предыдущей функции 
или коэффициента соответственно.  

Моменты – это коэффициенты полиномиальных функций 
или образуемых ими уравнений, поэтому особое внимание 
обращаем на запись уравнений. Уравнения, моменты которых 
ниже вычисляются, предполагаются изначально записанными 
в канонической, знакопеременной, симметричной форме. 

Так, например, уравнение второй степени может быть за-
писано в форме 
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по существу полностью подпадающей под определение сим-
метричной функции (момента), в рассматриваемом нами по-
нимании, и может быть представлено в форме краткой запи-
си 
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00 ...+= Zd                                   (44) 
 
Здесь, подстрочный заскобочный индекс означает количест-
во слагаемых в полной записи уравнения. Вычисляется же, 
как число сочетаний с повторениями [1] из общего числа раз-
личных индексов (0 и 1 – два), встречающихся в записи, по 
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числу подстрочных или надстрочных мест (0 и 0 – два или 1 и 
1 – два) в обозначении момента или степени переменной. 

  
             
             2.3.1.    Моменты двух точек плоскости 

 
  
  Приводимые ниже подробные вычисления моментов, на 

наш взгляд, не нуждаются в словесных  пояснениях. Здесь 
следует помнить только об одном. Каждое из вновь возни-
кающих в процессе работы выражений (слагаемых),  зара-
нее, есть симметричный момент,  и обходиться с ним следует 
как с таковым. При этом, вычисление моментов должно про-
изводиться строго в соответствии с ростом порядка их вели-
чины. 
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Здесь, в предпоследнем равенстве, на основе анализа вы-
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ражения вычитаемого симметричного момента, в нём изме-
нен порядок суммирования. После чего, на основании пре-
дыдущих вычислений, получен окончательный результат. 
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2.3.2.     Моменты трех точек плоскости 
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2.3.3.   Моменты четырех точек плоскости 
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   2.3.4.   Моменты пяти точек плоскости               
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                                   2.3.5. Кратные моменты 

     
 

       В практике преобразований наиболее удобными оказы-
ваются функции стандартного отображения и соответственно 
стандартные моменты величин кратных степени двойки и 
четвёрки. 

  Достоинством применения  функций  этого  вида 

                       (45) 
.....;;;

.....;;;
3210

3210

4
64

4
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4
4

4
1
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8

2
4

2
2

2
1

ZZZZZZZZ

ZZZZZZZZ
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====

является относительно большая простота  получаемых 
общих решений функций и уравнений; возможность более 
просто производить вычисление моментов высших поряд-
ков; наиболее просто производить извлечение корней; бо-
лее просто, без переводов в единичные, вычислять  мо-
менты высших порядков при проведении численных опера-
ций, а операции эти производятся постоянно, и т.д. 

      Выписываем первый  момент образа уравнения диполя 
полученного стандартным отображением с плоскости первого 

порядка на плоскость второго порядка   

                                                                    (46) 11
2

12 2ddd −=

А  теперь производим вычисление того же момента после 
отображения уравнения диполя на плоскость четвёртого по-
рядка с плоскости второго порядка    

         
( ) ([ ) ]

22
2
2

2
2
2

2
2

2
1

2
12

4
14

2

......

dd

ZZZZZd

−=

=+−+=+=
         (47) 

 
 

56



     Сравнивая результаты можно заключить, что оператор  
формулы первого момента уравнения диполя остаётся неиз-
менной при удвоении порядка величин плоскости аргумента.                   
Тот же результат может быть получен при вычислении крат-
ного момента  над плоскостью   восьмого порядка  после ото-
бражения с плоскости четвёртого порядка 

             
( ) ( )[ ]
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2
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......

dd

ZZZZZd

−=

=+−+=+=
               (48) 

     Налицо, таким образом, параметрическое соотношение 

                                                                         (49)  νννν ddd 22
2 −=

позволяющее произвести  вычисление первого момента 
уравнения диполя над плоскостью произвольного порядка в 
функции моментов  вдвое меньшего порядка.                                               

     Выпишем из таблиц первый  момент уравнения-образа 
диполя полученного стандартным отображением на плос-
кость четвёртого порядка (с плоскости первого порядка)  

                                                          (50) 2
1111

2
1

4
14 24 ddddd +−=

Выпишем в соответствии с выведенной параметрической 
формулой (49) кратный  момент  шестнадцатого порядка 

                         =−= 88
2
816 2ddd

а вычисляя его  над плоскостью четвёртого порядка, найдём, 

в соответствии всё  с тем же соотношением (49)           

                            (51) ( ) 2
4444

2
4

4
4

2
44

2
44

2
4 2422 ddddddd +−=−−=

что параметрическая формула имеет место и для моментов 
четвёртой кратности 

                                                         (52) 224
4 24 ννννννν ddddd +−=

Ту же самую картину  параметрической общности  фор-
мул  можно наблюдать вычисляя первый момент уравнения 
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треугольника после отображения  на плоскость второго по-
рядка 

         ( ) 11
2
13

2
12 2... mmZm −=+=                                        (53) 

если сравнивать его с тем же моментом после отображения 
уравнения на плоскость четвёртого порядка 
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(54) 

Как видим, сохраняется даже форма параметрического соот-
ношения (55), имевшая место при удвоении моментов урав-
нения второй степени 

                                                                      (55) νννν mmm 22
2 −=

      Для уравнения третьей степени картина  дополняется со-
отношениями для моментов второго порядка           
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(56)                     

                                                           (57) νννννννν mmmm 22
2 −=

     Анализ параметрических соотношений (49,52.55) показы-
вает, что формулы кратного увеличения моментов, фор-
мально, могут быть получены из стандартной записи момен-
та,  простым умножением всех индексов на требуемую вели-
чину. Так, для получения четырёхкратно увеличенных  мо-
ментов уравнения третьей степени выписываем их в стан-
дартной форме на плоскости четвёртого порядка выражен-
ными через единичные моменты 

                          (58)  
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А для построения шестнадцатикратно увеличенных момен-
тов,  умножаем все подстрочные индексы уже полученных 
моментов (58) на четыре 

                      (59) 
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44444
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      Для произвольного увеличения порядка моментов индек-
сы умножаем на произвольное число ν  (параметр отображе-
ния) и пользуемся общим параметрическим соотношением 
для вычисления кратных моментов  

                          (60) 
22222
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mmmmmmmm
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       В полной аналогии с выше изложенным алгоритмом мо-
гут быть построены кратные моменты уравнений четвёртого, 
пятого и более высоких порядков. 
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                                3. Отображения 

                       
       
     
       Отображение функции это её преобразование, обу-
словленное заменой независимого переменного. 

Ниже рассматриваются отображения рациональных ал-
гебраических функций комплексного переменного 

 
( ) ( ) ...111

2
11

1
1 1... rZrZrZZR υ

υυυ
υ −+−+−= −−          (1) 

 
на основе использования аппарата «симметричных момен-
тов» [4]. 

Алгебраическая функция (1) обладает примечательным 
и необходимым для отображения свойством — она полно-
стью определена своими корнями, причем, единственным 
образом, однозначно[7] . 

Действительно, если известны корни функции (1) – , , 
... , то известна и сама функция (1), так как она, в силу основ-
ной теоремы алгебры, представима однозначным произведени-
ем известных линейных сомножителей, эта  форма  функции

1Z 2Z

νZ

 
 

( ) ( )( ) ( )νυ ZZZZZZZR −−−= ...21    (2) 
 
 называется   её  решением. 

Пусть, например, отображение заданной функции-
оригинала (1) осуществляется тоже рациональной функцией 

 
μ

μμ
μ qZqZZ ++−= − ...1

1                         (3) 
 
Это означает, что каждой точке  плоскости аргумента 

функции-оригинала (1) функцией отображения ставятся в од-
нозначное соответствие точки плоскости аргумента 

( )Z

( )μZ  
функции-образа. Причём, наряду с прочими точками, функ-
цией отображения (3) «переносятся» и точки нулей функции-
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оригинала, соответственно, в точки , , ... , как мы 
полагаем, нулей функции-образа. Напомним, что оговорка 
здесь связана с возможностью полагать и по-другому. 

1μZ 2μZ μυZ

Опираясь на выше приведённые свойства рациональных 
алгебраических функций, воссоздаем, функцию-образ по точ-
кам её корней, и, раскрывая определяющее произведение (2) 
линейных сомножителей, представляем функцию-образ в ка-
нонической знакопеременной форме 

 
( ) ( ) ( ) ( )μυμμυ

υ
μμυμμ

υ
μμμυ ZZZZZZZZZR 21

1
21 1...... −+++++−= −  (4) 

 
Одним из основных требований предъявляемых к функ-

ции (3) отображения является обеспечение возможности по-
строения коэффициентов функции-образа через коэффици-
енты заданной функции оригинала. Ниже, в качестве функ-
ций отображения используются только алгебраические, 
функции, применение которых, как это показано в предыду-
щем разделе, обеспечивает не только сходимость но и един-
ственность такого представления. 

Графически, заданная рациональная 
 алгебраическая функция (1) представляет собой υ -

линейчатую пространственную фигуру [7], в каждом сече-
нии которой плоскостями ( ) constZR =υ , в соответствии с 

основной теоремой алгебры, содержится υ  точек проко-
лов, определяющих корни функции (1). 

Отображением функцией (3) фигура оригинала может 
быть видоизменена, перемещена и переориентирована отно-
сительно центра отсчёта (если предположить, что начала ко-
ординат пространств оригинала и образа совмещены). Ото-
бражением функцией (3) фигура оригинала может быть дос-
таточно произвольно деформирована, например, до «пре-
вращения» функции-образа в четно (или нечётно) симмет-
ричную или степенную функцию 

                       ( ) υ
μμμυ ZZR =                      (5) 

Реализация каждого из требований наложенных на функ-
цию-образ обеспечивается выбором соответствующего зна-
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чения одного из произвольных коэффициентов ( )q  функции 
отображения (3). 

 Коэффициенты ( )q  функции отображения (3) будем 
называть, поэтому, также, параметрами отображения.        

Требования к функции-образу записываются в форме 
выражений связи между коэффициентами, в частности, в 
форме равенств коэффициентов константам. 

Например, для размещения функции-образа (4) в цен-
тральной системе координат, требуется равенство нулю пер-
вого её коэффициента 
                                       =+++ μυμμ ZZZ ...21          (6) 
      Раскрываем образы корней в соответствии с функцией 
отображения (3) и вычисляем первый коэффициент 
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Здесь, через , как видим, обозначены стандартные 

моменты корней функции-оригинала (1). 
μp

Для выполнения требования (6) наложенного на функ-
цию-образ достаточно одного свободного параметра ( )q  ото-
бражения. Пусть это будет параметр , остальные полагаем 
равными нулю. Функция отображения (3) при этом окажется 
функцией первого порядка 

1q

( )1=μ , линейной 
                                    
                                 11 qZV +=            (8) 

и этого достаточно, так как требование, наложенное на корни 
функции-образа, линейно (6) и одно. 

Первый коэффициент (6) функции-образа равен 
 

( ) 110111 ... qppqpZ υ
υμ +=+=+                      (9) 
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Откуда следует, что для выполнения требования (6) на-
ложенного на функцию-образ параметр отображения ( )1q  
должен иметь значение 

υ
1

1
pq −

=                                      (10) 

 
При наложении нескольких требований на функцию образ, 

параметры отображения вычисляются как корни системы, со-
стоящей из соответствующего числа уравнений (типа 6). 

Подстановка найденных значений параметров отображения 
окончательно определяет функцию-образ (9) со всеми заложен-
ными в неё качественными особенностями. На этом заканчива-
ется действие метода отображений как метода синтезирования 
новых функций. Дальнейшее использование функций-образов 
зависит от того,  как была поставлена  общая задача. 

Так, например, если задача заключается в разработке не-
которого устройства или его части и нами построена функция-
оригинал, описывающая работу его макета, то функция-образ, 
учитывающая требования, закладываемые к работе будущего 
устройства, представит собой более совершенную математи-
ческую модель разработки. Новый оригинал. Применение, та-
ким образом, отображений при проектировании позволяет 
сместить центр тяжести исследований от стенда к рабочему 
столу. 

В процессе проведения исследовательских работ, при обра-
ботке гипотез функция-оригинал определяет наше первое пред-
ставление о явлении. Функция-образ включает в себя вновь по-
лученные сведения и предположения, представляет собой бо-
лее совершенную модель, новую функцию оригинал [5]. 

В математических науках отображение, это инструмент 
синтеза и анализа, позволяющий видоизменить аналитические 
и графические формы функций. Исторически, отображение бы-
ло и остается основным методом решения алгебраических 
уравнений. Отображение позволяет преобразовать образ мно-
гоугольника корней уравнения к частной решаемой форме [2] 
или произвести разделение уравнения на элементарные ре-
шаемые составляющие. 
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            3.1. Отображение линейными функциями 

 
 
Рассмотрим известное линейное отображение  функции 

третьего порядка 
 

( ) 32
2

1
3

11111
2

1
3

3 33 aZaZaZmZmZmZZA −+−=−+−=  (11) 
 
изложенным общим методом, линейной  функцией  
                                      
                                               (12) 0

10 ZqZqV +=
 
Функция-образ тоже, представит собой алгебраическую 

функцию третьего порядка 
 

                         ( ) 311
2

1
3

3 33 bVbVbVVB −+−=                        (13) 
 
Действительно, функции-образу придаём три однозначно 

определённых точки корней преобразованных из корней 
функции-оригинала функцией отображения (12) 
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из которых она и может быть воссоздана в соответствии с 
основной теоремой алгебры, через своё решение  
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единственным образом. 
Вычисление коэффициентов функции-образа (13) начи-

наем с третьего (13, 14, 15) 
 

( )( )( )=+++== 0
3130

0
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0
11103213 ZqZqZqZqZqZqVVVb   (16) 

 
Выписываем произведение вторых слагаемых сомножи-

телей (16) коэффициента  3b
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2

0
1111 ZZZqqq                           (17) 

 
Для удобства, полученное произведение (17) представим 

в форме 
=+= ...000111mq                                 (18) 

где произведение параметров отображения заменено услов-
ным произведением индексов 

111111 qqqq =⋅⋅                                 (19) 
а произведение корней функции (11) – соответствующим мо-
ментом 

000
0
3

0
2

0
1 mZZZ =                                (20) 

 
Получившийся таким образом головной частный момент 

(18) произведения функций (16) остается просуммировать 
сочетаниями с повторением индексов по три (три индекс – 
места, и у момента и у параметра) из двух (два возможных 
значения индекса – 0 и 1)  

 
( ) =+++=+= 1110001100011000110001114000111 ... mqmqmqmqmq  (21) 

 
Возвращаясь, в найденном (21) выражении вместо про-

изведения индексов к произведению параметров, получим 
окончательное выражение третьего коэффициента (16) 
функции-образа (15) через параметры отображения и коэф-
фициенты функции-оригинала 

 
111

3
01101

2
0100

2
10000

3
1 mqmqqmqqmq +++              (22) 

 
 

65



 
Замечания. 
 
1. Можно не переходить к произведению индексов (19) 

вместо произведения параметров, а выбранное произведе-
ние (17) сразу представить головным частным моментом ко-
эффициента  (16) 3b

                             ( ) =+= 4000111 ...mqqq                              (23) 
 
а затем сразу вывести результат (22). 

2. Головной частный момент (17) коэффициента  мо-
жет быть выбран произведением любых слагаемых, напри-
мер 

3b

 
    ( )( )( ) ( )

41100013
0
2101030

0
2110 ...+=== mqZZZqqqZqZqZq     (24) 

 
Здесь головной частный момент (17) коэффициента  

выбран таковым из соображения будущего представления 
его в форме по убывающим степеням параметра  отобра-
жения, имеющего размерность переменной функции-образа. 

3b

1q

3. Выборка комбинаций при переходе от сокращенной за-
писи функции (21,24) коэффициента  осуществляется про-
стым переносом подстрочных единиц из обозначения пара-
метра в обозначение момента (или, наоборот) по закону 
формирования комбинаций сочетания с повторениями. 

3b

 
 
Второй и третий коэффициенты функции образа (13) вы-

числяем как, соответственно, первую и вторую производную 
третьего (22) коэффициента ( ) по параметру  3b 1q
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Здесь учтено, что 1000 =m ,  и 1001 mm = 11110 mm = . Произ-
водные (25) моментов-коэффициентов делённые на число со-
ответствующее порядку производной будем называть «целы-
ми производными» и в дальнейшем, если это не вызывает со-
мнений, слово «целые» иногда будем опускать. 

Для проверки правильноcти полученных формул произ-
ведем вычисление, например, второго коэффициента функ-
ции-образа полностью 
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Можно произвести вычисление и первого коэффициента 

и еще раз убедиться в совпадении результатов с ранее сде-
ланными выводами (25). 

Итак, функция-образ (13) в пространстве над плоскостью 
(V) комплексной переменной определена. Коэффициенты её 
(22, 25) выражены через коэффициенты функции-оригинала 
(11) и произвольные параметры ( )10 ,qq  функции отображе-
ния (12). Известно, что, придавая различные значения моду-
лю параметра  можно изменить масштаб треугольника 
корней функции-образа. Изменение аргумента  – это пово-
роты треугольника корней около своего центра тяжести. Из-
менение модуля параметра  – это изменение расстояния 
до центра треугольника от центра системы отсчета. Аргумент 

 – это аргумент центра треугольника корней (рис. 1) 

0q

0q

1q

1q
Предпримем попытку представления функции-образа (13) 

в форме куба 
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т.е. функции с трехкратным нулём (если удастся, то будет 
найдено решение уравнения третьей степени). Для этого не-
обходимо, как видим (27), выполнение двух условий 
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1

bb

bb
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=
       (28) 

 
Функция отображения (12) содержит как раз два произволь-
ных параметра. Однако, подстановка найденных коэффици-
ентов (22, 25) в выражения (28) требуемой связи, вместо  

 
 

 
 

Рис. 1. Линейное отображение  
 

(плоскости аргумента оригинала ( )Z  и образа ( )V  совмещены) 
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)
 ожидаемой системы уравнений относительно параметров 

 отображения, формирует нам встречное требование ( 10 ,qq

constbbbbaaaaa

constbbaaa

=+−=+−=

=+−=+−=

321
3
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3
103

2
2

12
2
102

3232
      (29) 

 
– независимое от параметров отображения постоянство 
значений некоторых одинаковых функций коэффициентов 
образа и оригинала, именуемых в связи с этим инвариан-
тами линейного отображения. 

Выдвинутое условие (28), эквивалентное равенству нулю 
инвариантов уравнения-образа (13) нереализуемо ни в розни-
цу, ни вместе. Если же инвариант, хотя бы один из двух, равен 
нулю у уравнения-оригинала, то он равен нулю и у образа лю-
бого линейного отображения. Линейным отображением не-
возможно видоизменить форму многоугольника уравнения-
оригинала и соответственно его инварианты  (мы не имеем в 
виду масштабного изменения), привести его к какой-то част-
ной, разрешаемой форме. Однако, инварианты линейного 
отображения разрушаемы отображением функцией уже второ-
го порядка. 

Отметим, что инвариантами являются коэффициенты 
уравнения, если оно размещено в центральной системе ко-
ординат, т.е. там, где первый коэффициент образующей 
функции равен нулю. Справедливо и обратное утверждение 
– если коэффициенты функции – инвариантны, то первый 
коэффициент равен нулю. 

Чтобы показать справедливость прямого утверждения, 
разместим функцию-образ в центральной системе координат, 
приравняв первый её коэффициент (25) нулю 

 
 =+= 1011 33 mqqb            (30) 

 
Положим теперь 10 =q  и перейдем к биномиальным ко-

эффициентам 
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)
Подставляем найденное значение параметра отображе-

ния  в формулы (25, 22) определяющие второй и третий 
коэффициенты функции-образа 

( 1q
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Находим, что они действительно равны соответствую-

щим инвариантам (29) линейного отображения 
Приравняем второй и третий коэффициенты функции ин-

вариантам 
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находим, что справедливо и обратное утверждение, так как 
приведенные равенства имеют место только в случае, когда 
первый коэффициент ( )1b  функции равен нулю.  
       Отметим ещё. У уравнения, инвариантов разных поряд-
ков по одному. У образующей функции их столько, сколько     
можно сделать разных сечений. Т.е. бесконечно много. По-
этому, говоря об инвариантах применительно к функциям, 
мы должны иметь в виду некоторое фиксированное сечение 
её линейчатой пространственной фигуры. Под таким фикси-
рованным сечением, если не оговорено другого, понимается 
плоскость аргумента.   

 
 

       

 

 

 

 

 

       



  3.2. Отображение функциями второго порядка  

 
 
В качестве функции-оригинала по-прежнему будем рас-

сматривать целую рациональную функцию третьего порядка 
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Отображение заданной (34) функции, а точнее отображе-

ние точек плоскости аргумента над которой задана функция-
оригинал в точки плоскости аргумента, над которой будет 
размещаться функция-образ, осуществляется однозначной 
целой рациональной функцией второго порядка 
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так мы полагаем (по условию). 

Полагаем, что образами корней функции-оригинала яв-
ляются корни функции-образа (35) 
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Тогда, функция-образ, воспроизведенная через своё ре-

шение, будет тоже целой рациональной функцией 
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Вычисляем третий коэффициент функции-образа, ис-

пользуя в его записи символику симметричных моментов 
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Формируем головной частный момент коэффициента из 

первых слагаемых сомножителей (38) 
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                     (39) 

 
При этом, количество слагаемых результата вычисляем 

как количество, сочетаний с повторениями из общего числа 
индекс-мест около символа параметра или момента (три) по 
числу возможных значений для индекса (0, 1, 2 – три) 
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При переходе от сокращенной (39) к полной (41) записи 

третьего коэффициента каждое очередное слагаемое форми-
руются списанием единицы из числа в обозначении момента 

 и занесением его в обозначение параметра отображения  
(q) (или наоборот) по закону формирования сочетаний с повто-
рениями 

( )m
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Теперь, для получения окончательного результата, следует 

перейти от представления параметров отображения в форме 
произведения индексов к форме произведения параметров 
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Все встречающиеся по тексту моменты корней считаем 

величинами известными, так как выражения их через еди-
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ничные могут быть вычислены, а единичные считаем задан-
ными (известными) по определению. 

Упрощаем, функцию третьего коэффициента ( )23a  и пред-
ставляем её в форме многочлена по убывающим степеням па-
раметра (  размерности переменной функции-образа )2q
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(45) 

 
С целью проверки правильности проведенных выкладок 

убедимся в постоянстве количества частных моментов в на-
чале (38) и конце (45) вычислений 

 
 ( ) ( ) ( ) 271331363331333 =+++++++++=⋅⋅      (46) 

 
Наконец, коэффициенты второго и первого порядков 

функции-образа (37) вычисляем как соответственно первая и 
вторая целые производные третьего коэффициента по пара-
метру  размерности плоскости отображения (или раз-
мерности новой переменной ) 

( )2q

2Z
 

( ) ( )
( )2011221
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2
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mqmqqmqmqmqqqa
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 (47) 

 
Сравнивая формулы коэффициентов функций-образов 

линейного (22, 25) и квадратичного (44, 47) отображений, 
можно заключить, что отображение функцией (35) второго 
порядка это наложение трёх отображений, рис. 2. 

Первое движение отображения это стандартное отобра-
жение функцией , где 2

2 ZZ = 10 =q , 01 =q , 02 =q . Этим 
действием треугольник корней функции-оригинала деформи-
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руется, центр его тяжести ( )1a  располагается в точке ( )2m  
плоскости нового аргумента. 

Второе движение преобразования это пропорциональное 
отображение функцией ZqZ 12 = . Этим действием треуголь-
ник-образ конформно видоизменяется и из точки  пере-
двигается в точку 

2m
( )112 mqm +  плоскости отображения ( )2Z .  

Третьим движением, отображением треугольник корней 
функции-образа параллельно перемещается из второго по-
ложения в конечное –   211221 qmqma ++=−  . 

Порядок переходов может быть прочитан и по-другому. 
Сначала линейное отображение центра треугольника-
оригинала из точки  в точку . Затем стандартное отобра-
жение в точку 

1a 1b
( 112 mqm )+  на плоскости отображения ( )2Z , а 

в заключение, линейное перемещение ( )2q  по плоскости 
 отображения в конечную точку . ( 2Z ) ( )21a

 

 
 

 
Рис. 2. Отображение функций второго порядка 
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В том, что последнее перемещение  линейно, можно 

убедиться, построив инварианты линейного отображения 
функции-образа. Инварианты не должны зависеть от пара-
метра  линейного отображения. Действительно, инвариант 
второго порядка функции-образа равен 

2q

2q

 
=+− 22

2
21 aa                                      (48) 

 
а после подстановки значений коэффициентов, выраженных 
через параметры отображения (47), где одновременно при-
нимаем , находим подтверждение независимости инва-

рианта от параметра 

10 =q
( )2q  перемещения 

 

( ) ( ) ( )[ ]2
22221211

2
111

2
1 3233

9
1 mmmmmqmmq −+−+−=     (49) 

 
Полученное выражение показывает, что существует два 

значения параметра отображения ( )1q , при которых инвари-
анту второго порядка функции-образа может быть придано 
любое значение, например нулевое. Управление инвариан-
тами это управление конфигураций многоугольников корней 
функции и, следовательно, самой функцией. 

Так нулевому значению инварианта второго порядка со-
ответствует равносторонний треугольник корней функции. 
Нулевому значению инварианта третьего порядка соответст-
вует треугольник – отрезок, лежащий на действительной или 
мнимой оси системы отчета, и т.д. 

Пусть, например, требуется найти общее решение урав-
нения (или функции) третьей степени. Уравнение будем счи-
тать заданным в центральной системе координат 

 
00111011

3 =−+ mZmZ                            (50) 
 
на что указывает неканонический ноль в обозначении моментов. 
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Наметим для себя решение поставленной задачи через 
частную форму уравнения образа, у которого не только пер-
вый, но и второй коэффициенты равны нулю. То есть функ-
ция-образ должна удовлетворять двум новым условиям. 
Следовательно, функция отображения должна содержать 
два активных, произвольных параметра отображения. На-
пример, рассмотренная функция второго порядка (35) с па-
раметром  10 =q

Образы корней заданного уравнения (50) в этом случае 
будут определяться формулами (36) 
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qZqZZ
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                          (51) 

 
Уравнение образ (37) должно иметь вид 

 
0023

3
2 =− aZ                                        (52) 

 
и должны иметь место два наложенных нами условия на 
первый и второй коэффициенты (47) уравнения образа 
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       (53) 

 
В последних двух уравнениях смешанные и кратные мо-

менты заменены на центральные единичные. 
Начинается решение с нахождения значений параметров 

отображения удовлетворяющих системе уравнений (53) 
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Далее подстановкой найденных значений параметров 

отображения (54) определяется коэффициент третьего поряд-
ка (45) уравнения образа, в центральной системе координат. 
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                  (55) 

 
Следующим шагом вычисляются корни уравнения образа (52) 

 
3

0233,2,21 aZ =                                       (56) 
 
и, наконец, корни заданного уравнения из уравнений (51), по-
сле подстановки значений найденных коэффициентов. В  
общем случае корни заданного уравнения находятся из сис-
темы – одно из уравнений (51) отображения корней и задан-
ное уравнение (50). 

Найденное решение сводится к известным формулам Кар-
дано, что и должно произойти с любым «новым» решением, так 
как речь идет об одних и тех же корнях (точках плоскости) и од-
них и тех же коэффициентах одного и того же уравнения.  Ниче-
го «нового» не может и быть, или между коэффициентами за-
даваемого уравнения должна существовать априорная  связь, 
что не возможно. 

 
 

          3.3. Отображение дробно-рациональными функциями 

 
      
       Рассмотренные примеры преобразований линейными и 
квадратичными функциями содержат достаточное количест-
во информации для построения отображений полиномиаль-
ными функциями более высоких порядков. С повышением 
порядка усложняется только техника, принцип построений 
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остаётся неизменным. Переходим поэтому к рассмотрению 
отображения новой функцией.     

Отображение дробно-рациональными функциями рас-
смотрим на примере тоже простейшей из своего класса 

 

0
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1

1æ
ZqZq

p
qZ

p
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=                           (60) 

 
функции нулевой размерности. Здесь параметры отображе-
ния (  и ) имеют размерность переменной 1p 1q ( )Z  функции-
оригинала (11). 

Параметр  – безразмерен и вместе с нулевой степе-

нью переменного 
0q
( )10 =Z ,  выполняет симметрирующую роль 

для функции отображения. Многочлены числителя и знаме-
нателя отображающей функции (60) могут быть более высо-
кого порядков, а сама дробно-рациональная функция может 
иметь как положительный, так и отрицательный порядок ве-
личины. Однако принцип построения коэффициентов функ-
ции-образа остается общим и неизменным. 

Строим образы корней функции-образа на основании вы-
бранной функции отображения (60) в зависимости от корней 
функции-оригинала (11) 
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Исходя из принятого для функции-образа количества 

корней (61), записываем ее формулу в общем виде 
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Выражаем первый коэффициент функции-образа через 

свои корни (61) и, далее, через корни и моменты функции-
оригинала (34) 

( )

( )( )[ ]
( )[ ]

( )
( )

( )
( )13

13
1

4111000

31100
1

3
0
1110

1
3

0
2120

0
1110

1

1

3
0
1110

11
311

...
...

...

...

......æ3

qA
qA

p
mq
mq

p

ZqZq

ZqZqZqZq
p

ZqZq
p

′
=

+
+

=

=
+

+++
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=+=α

               (63) 

 
Аналогично, для второго и третьего коэффициентов 

функции-образа (62) можно получить выражения 
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Знаменатели выражений коэффициентов (63,64) как ви-

дим, представляют собой значение функции-оригинала в 
точке определяемой параметром  отображения. Числители 
коэффициентов – значения соответствующих производных 
функции-оригинала в той же точке, 

1q

( )1q . 
Применим отображение дробно-рациональной функцией 

для построения графо-аналитического решения уравнения 
третьей степени. Уравнение (функцию) будем считать задан-
ным в центральной системе координат ( )01 =m  

 
00111011

3 =−+ mZmZ                              (65) 
 
Графо-аналитическое решение уравнений предполагает 
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безразмерную, форму уравнения-образа, т.е. ту самую, кото-
рая была только что рассмотрена (62). Решение также пред-
полагает, что все, кроме  одного, выполняющего роль пара-
метра, коэффициенты около переменного должны быть по-
стоянными числами, например 

 
0ææ 111

23 =++ μ                               (66) 
 
Принятая частная форма уравнения-образа (66) отлича-

ется от общей (62) тем, что в последней положен первый ко-
эффициент (63) равным минус единице ( 1−=μ ), а второй 
(64) – нулю  ( 0=μ ). 
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Раскрывая уравнения полученной системы (67), и имея в ви-

ду , , найдем значения параметров отображения 00 =q 01 =m

011

0111
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1 0

m
mp

q

−=

=
                                   (68) 

а через них и третий коэффициент (64) уравнения образа (62), 

3
011

2
0111

111 m
m

=μ                                    (69) 

который, в нашем случае, играет  роль параметра искомого 
решения. 

Уравнение-образ в задуманной форме (66) получает, в 
соответствии с равенствами 67,69, вид 

0
2

ææ
2
011123 =++

m
               (70) 

Теперь, графически или по заранее подготовленным таб-
лицам, определяются корни , ,  уравнения-образа 1æ 2æ 3æ
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(70), а затем и корни заданного уравнения (65) через функ-
цию отображения (60, 61) 

01113,2,1

0111
3,2,1 æ m

mZ =                                 (71) 

В общем случае, когда дробно-рациональная функция 
отображения неразрешима относительно переменной функ-
ции-оригинала, корни заданного уравнения вычисляются из 
системы уравнений – заданного и функции отображения. 

 
 

           3.4. Отображение стандартными функциями 

 
 
Стандартными называются наиболее простые из не-

линейных – степенные функции отображения 
Эти функции нашли достаточно интенсивное применение 

при решении уравнений.  
Отображение стандартными функциями также назы-

вается стандартным. 
Рассмотрим стандартное отображение на примере все 

той же функции-оригинала третьего порядка 
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3 mZmZmZZA −+−=                    (72) 
 
В качестве отображающей функции выберем стандарт-

ную функцию тоже третьего порядка 
 

3
3 ZZ =                                          (73) 

 
Функцией отображения (73), как мы полагаем, корни ори-

гинала преобразовываются в корни образа 
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 Коэффициенты функции-образа 

 
( ) 33332

2
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3
333 33 aZaZaZZA −+−=                   (75) 

 
в соответствии с формулами Виета и функцией отображения 
(74) могут быть представлены в моментах 
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        (76) 

 
Функция-образ,  таким образом тоже может быть записа-

на в моментах 
 

( ) 333333
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3
333 mZmZmZZA −′+−=                     (77) 

 
Моменты функции-образа полученной стандартным ото-

бражением тоже называются стандартными. 
 Они достаточно просто, как  и прочие сложные моменты, 

вычисляются через единичные, заданные и поэтому в процессе 
дальнейших выкладок принимаются тоже известными. 

Функции стандартного отображения не содержат свобод-
ных параметров отображения. Эффект отображения стан-
дартными функциями достигается за счет выбора порядка 
величины функции, которую в общем случае можно рассмат-
ривать как независимое переменное или параметр ( )υ . Функ-
ция отображения, при этом принимает, обобщенный вид 

 
υ

υ ZZ =                                        (78) 
 
а функция-образ обобщенную форму 

 
( ) υυυυυυυυυυ mZmZmZZA −+−= 123

3                   (79) 
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Оказывается, что в такой форме всегда может быть вы-
брано  значение параметра ( )υ , при котором, с любой напе-
ред заданной точностью, уравнение-образ может быть раз-
делено на элементарные подуравнения (первой и второй 
степеней) [2, 6]. Значение этого свойства стандартного ото-
бражения в том, что оно впервые позволило построить хоть и 
приближенные, но общие решения алгебраических уравне-
ний. Свойство «вынесения» из зоны обзора всего «прочего» 
позволяет производить более детальный анализ функций в 
области точек их корней и рабочих точек физических процес-
сов. Поведение функций рассматривается, как бы в увели-
ченном масштабе. 

Функция-образ, размещенная над плоскостью аргумента 
функции-оригинала, позволяет сделать наглядное представ-
ление о многозначной фигуре образа стандартного отобра-
жения. Эту фигуру будем называть симметрированным 
оригиналом. 

Для построения симметрированного оригинала сделаем 
подстановку отображающей функции (78) в функцию-образ 
(79) 

( ) =−+−= υυυ
υ

υυ
υ

υ
υυ mZmZmZZA 23

3              (80) 
 
Функция-образ, таким образом, оказалась в пространстве 

под плоскостью функции-оригинала. У построенной функции 
(80) отсутствует (равен нулю) первый коэффициент (при сте-
пени 13 −υ  переменного). Значит фигура функции (80) рас-
положена в центральной системе координат, а ее коэффици-
енты-инварианты линейного отображения [7]. 

Фигура построенной функции (80) центрально симмет-
рична. Действительно, если ее разрешить относительно υ  -
тых степеней переменного 

 
( )( )( )υυ

υ
υ

υ
υ

333323122322211131211 ......... ZZZZZZZZZZZZZZZ −−−=  (81) 
 
то υ  - корней каждого из сомножителей решения (81) в соот-
ветствии с утверждением Муавра размещаются в вершинах 
центрального, равностороннего многоугольника. 
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     Таким образом, если фигура уравнения-оригинала тре-
угольник (73), то фигура симметрированного оригинала 
(80) – υ  равномерно распределенных по окружности тре-
угольников. Или, как будем говорить, оригинал симметри-
рованный по υ -той степени. 

Пусть, например, задан треугольник корней 
 

iZ
Z

±=
=

1
4

3,2

1                                         (82) 

описываемый нулевым сечением функции-оригинала 
 

( ) 08106 23
11111

2
1

3
3 =−+−=−+−= ZZZmZmZmZZA  (83) 

      
Преобразовываем фунцию-оригинал стандартной функцией 
отображения четвертого порядка 

 
4

4 ZZ =                                         (84) 
 
вычисляем корни функции-образа 

 

4,4

256
4

3,23,42

4
141

−==

==

ZZ

ZZ
                              (85) 

и ее моменты 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 4096......

2032......

248......

1
1

4
3

4
2

4
1

1
1434241444

1
3

4
2

4
1

1
3424144

1
3

4
1

1
3414

=+=+=

−=+=+=

=+=+=

ZZZZZZm

ZZZZm

ZZm

       (86) 

 
Получившаяся функция-образ имеет вид 

 
( )

( ) 40962032248 4
2
4

3
4

444444
2
44

3
443

−−+−=

=−+−=

ZZZ

mZmZmZZA
            (87) 
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а симметрированный по четвертой степени оригинал полу-
чим заменив переменное образа на переменное заданной 
функции (83) 

 
( ) ( ) 40962032248 4142434

3 −−+−= ⋅⋅⋅ ZZZZA        (88) 
 
На рисунке 3 представлен график корней функции рас-

сматриваемого примера. Точками , ,  обозначен тре-
угольник корней заданной функции (83). 

1Z 2Z 3Z

Точками 1,2,3; 4,5,6; 7,8,9; 10,11,12 обозначены вершины 
треугольников симметрированного оригинала (87). Причем, 
для наглядности, кратные корни (85) функции-образа не-
сколько раздвинуты (2,3; 5,6; 9; 11,12). 

Подстановкой легко проверить, что четыре треугольника 
корней оригинала центрально симметричны. Т.е. корнями 
симметрированного оригинала являются числа 4, -4, 4i, -4i;... 
и т.д. Но тогда вместо исследования уравнения симметриро-
ванного оригинала достаточно рассматривать один из его 
многоугольников. В частности, в нашем случае, достаточно 
анализировать корни только главного (с точками корней 
1,2,3) треугольника. Этот треугольник описывается функцией 
симметрированного оригинала (88), в степенях переменного 
которой опускается общий множитель ( )4=υ  

 
( ) 40962032248 23

3 −−−= ZZZZA                (89) 
 
определяющий порядок функции отображения (84). 
      В результате построений получена однозначная (не-
симметрированная) функция-оригинал (89). Функция (89) 
расположена над плоскостью аргумента функции-
оригинала и является  ключевой в процессе синтезирова-
ния математических моделей. Формально, симметриро-
ванный оригинал представляет функцию-образ (87), у ко-
торой опущен подстрочный индекс ( 4)=ν   определяющий 
порядок функции отображения (84). Однако, рассматри-
вать эту операцию следует не как обратную отображению 
замену переменного, т.е. не как отображение, а как замену, 
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смену, всего лишь, символа  переменного. Операцию, не 
влекущую за собой  перерасчёт  коэффициентов  функции.     
 

 
Рис. 3. Симметрированный по чтевертой степени  

 
                                оригинал (треугольник корней) 

 
,  
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               3.5. Отображения многомерными функциями 

 
 
По существу речь пойдет о стандартном отображении не-

которой искусственно созданной функции-резольвенты и оп-
ределении её через известный образ. 

 Итак, считаем заданной функцию третьего порядка 
 

( ) 111
1

11
2

1
3

3 mZmZmZZA −+−=                  (92) 
 
Составим две линейные, симметричные по индексу, фор-

мы из корней заданной функции  
 

3322112

3322111

ZZZV
ZZZV

βββ
ααα
++=
++=

                        (93) 

 
и будем их считать корнями (ведь точки  и  лежат в 
плоскости аргумента) некоторой новой функции второго по-
рядка, функции-резольвенты  для заданной функции (92) 

1V 2V

 
( ) 111

2
2 dVdVVA +−=                              (94) 

 
Перспектива в том, что когда будут найдены значения чи-

сел α , β  и корней ,  резольвенты, то, добавив к уравне-
ниям (93) образов корней первый коэффициент заданной 
функции (92), получим линейную систему однозначно опре-
деляющую корни заданного уравнения (92) 

1V 2V

 

1321

2332211

1332211

mZZZ
VZZZ
VZZZ

=++
=++
=++

βββ
ααα

                        (95) 
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Для составления уравнений определяющих числовые ко-
эффициенты (α , β ) и корни ( , ) введём стандартное 
отображение резольвенты (94) степенной функцией третьего 
порядка 

1V 2V

3
3 VV =                                        (96) 

 
(При отображении функцией второго порядка, результата не 
было найдено). Функция-образ резольвенты (94) в общем 
случае будет иметь вид 

 
( ) 32331

2
333 2 gVgVVA +−=                        (97) 

 
Введя временное обозначение для слагаемых корней 

(93) резольвенты 

rZ
kZ

=
=

β
α

                                           (98) 

 
произведём вычисление коэффициентов функции-образа 
(97). С учётом предыдущего (93, 96,98) имеем для первого 
коэффициента 
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6
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2
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rrrrrr
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   (99) 

 
Видно, что первый коэффициент может быть представ-

лен суммой трёх симметричных моментов. Для этого число-
вые множители около частных слагаемых каждого симмет-
ричного момента должны быть между собой равны, с тем, 
чтобы в последствии их можно было вынести  за скобку сум-
мирования сокращённой записи.  
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Накладывая на произвольные параметры α , β  отобра-
жения  сформулированное  условие, получаем  
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111332132331

32133
2
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1
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2
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1
3

3
131
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где вынесенные числовые множители равны 
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Переходим к вычислению второго коэффициента образа 

резольвенты 
( ) ( )

( ) ( )[ ] =+++=

=++++=
32

321
1
311

3
321

3
32132

......

2

rkrk

rrrkkkg
        (102) 

 
Здесь по верхнему, внутреннему заскобочному индексу  

комбинации перестановки составляются  из  нижних индексов  
частных моментов. 
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где числовые коэффициенты около моментов равны 
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Условия (101, 104), которым должны удовлетворять па-

раметры ( βα,  отображения, симметричны относительно 
букв и индексов, что позволяет предположить и принять их 
равными корням одного и того же уравнения, степени наи-
большей из встречающихся у параметров ( )βα , , т.е. третьей 

 
011111

2
1

3 =−+− μαμαμα                      (105) 
 
Из уравнений (101, 104) могут быть найдены первый и 

третий моменты уравнения параметров (105) 
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    (106) 

 
Из тех же уравнений (101, 104) могут быть найдены пер-

вый ( )3μ  и третий ( )333μ  моменты стандартного отображения 
уравнений параметров (105) на плоскость третьего порядка 
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Условиями (101, 104) введено пять параметров ( )γ , свя-

занных между собой пока ещё только одной связью (106.1, 
106.2). Наложим на параметры ( )γ  ещё два условия, которые 
позволяют разрешить уравнение образа параметров 

 
0333333

2
33

3 =−+− μαμαμα                     (108) 
 



а именно, положим 

333
3
3

33
2
3

27

3

μμ

μμ

=

=
                                  (109) 

 
и тогда с учётом предыдущего (107.1, 108, 109) 

2
31

3
γ

α =                                      (110) 

      Раскрывая связь, наложенную на моменты (109) образа 
через единичные моменты, с учётом полученных выражений 
(106) для первого и третьего моментов оригинала можно найти 
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                                     (111) 

Параметр ( )α  отображения вычисляем как корни уравне-
ния (105, 111) 
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Параметр ( )β  отображения вычисляется по параметру 

( )α  через формулу связи (104.1) 

3,2,1

21
3,2,1 α

γ
β =                                   (113) 

      Промежуточные параметры ( )γ  определяются условиями 
их введения (101, 104) 
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Коэффициенты функции-образа резольвенты вычисля-
ются формулами их определения (100, 103) 

 

( )311232

11121331 12322

mmg

mmmg

−=

+−=
                    (115) 

 
Итак, образ резольвенты на плоскости третьего порядка 

имеет вид 
 

( ) ( ) ( )3112311123
2

332 12132 mmVmmmVVA −++−−=       (116) 
 
Сама функция резольвенты (94) нас не интересует. Нуж-

ны корни (  и ) резольвенты, через которые система 
уравнений (95) однозначно определит искомые корни задан-
ной функции (92). Корни же функции резольвенты в соответ-
ствии с функцией отображения (96), вычисляются как корни 
третьей степени из корней функции-образа (97, 116). 

1V 2V

Здесь  не приводятся числовые примеры, так как таковые 
легко составить и проверить корректность проведённых вы-
кладок. Во-вторых, если выкладки закончить конечной фор-
мулой, то получится некоторое подобие решений Кардано, 
другого быть не может. Но, такое общее решение неприем-
лемо для практики, потому что сложно. Естественно, ещё бо-
лее сложно решение уравнения четвертой степени и принци-
пиально  не решаемо в общей форме уравнение более высо-
кой степени. 

Точные, общие формулы приемлемы для численного 
решения уравнений. Однако и здесь они уступают методам 
вычислительной математики, особенно при вычислении кор-
ней уравнений более высоких степеней. 

Недостатком численных решений уравнений является то, 
что они способны всего лишь констатировать факты, напри-
мер, наличия или отсутствия какого либо свойства у иссле-
дуемого объекта. Например, констатировать устойчивость 
или неустойчивость, надёжность, ресурс и т.д. Общее реше-
ние указывает пути изменения той же устойчивости, эконо-
мичности, надёжности и т.д. В связи,  с чем поиск общего 
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решения всегда был и остаётся актуальной задачей матема-
тики. 

Решение проблемы построения общей конечной форму-
лы для корней уравнений высоких степеней, хотя и прибли-
женное, но аналитически несложное и с любой наперед за-
данной, оцениваемой, точностью, предложено на основе 
применения изложенных начал отображений [2]. Этими же 
решениями (формулами) осуществляется и численное реше-
ние уравнений. Численные решения используются, в частно-
сти,   для оценки точности приближений соответствующих 
общих решений. В более широком плане, отображение по-
зволяет систематизировано  подойти к проблеме построения 
вычислительных алгоритмов.  

Отображение позволяет поставить и решать качественно 
новые задачи практики, например, аналитически произвести 
необходимую корректировку заданной математической мо-
дели. В частности, разместить входной параметр описывае-
мого функцией процесса или устройства  в требуемом интер-
вале изменений; разместить выходной параметр (рабочую 
точку) модели  на требуемом участке кривой рабочей функ-
ции. Вычислить коэффициенты синтезируемой функции и по-
строить её. Численно определить номиналы  физических  
элементов  синтезированной  модели [5].  
      Через анализ и последовательный синтез математиче-
ских моделей отображение позволяет решать научные зада-
чи по исследованию новых явлений, и т. д.                                

В решении поставленных задач следует усматривать        
основное прикладное назначение теории отображений. 
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